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Let E be a subset of R - {O}. E is called a normal set if there exists a sequence 
(A,) of real numbers such that E is the set of all x’s for which (xX,) is uniformly 
distributed modulo 1. We prove that the intersection of a finite number or of a 
countably infinite number of normal sets is a normal set. In particular, this 
gives a new proof of the known fact that the set of real transcendental numbers 
is a normal set. 
1. POSITION DU PROBL~ME ET RAPPEL DES R~ULTATS ANT~RIEURS 
M. Mend&s France a introduit [4] les notions d’ensembles normaux 
Gmentaires et normaux, respectivement appelts depuis ensembles 
normaux et normaux au sens large. 
Si A = &LN est une suite rkelle, on dksigne par B(A) l’ensemble 
des nombres rCels x tels que la suite (xX,) soit CquirCpartie modulo 1, 
ou ensemble des nombres “normaux en base A”. 
On dit alors que EC R - (0) est un ensemble normal s’il existe une 
suite A telle que E = B(A); et on dit que F C R - (0) est un ensemble 
normal au sens large s’il est intersection finie ou dtnombrable d’ensembles 
normaux. 
Plusieurs rtsultats rkcents donnaient h penser que tout ensemble 
normal au sens large est un ensemble normal. En effet M. Mend&s France 
a dtmontrk [5] que, si K est un corps r&e1 de nombres algkbriques, 
l’ensemble R - K est normal (r&.&at amtliork par Y. Meyer qui a 
ktabli [6] qu’il existait une suite d’entiers A telle que R - K = B(A)). 
11 s’ensuit immkdiatement que l’ensemble des nombres transcendants est 
normal au sens large. Or Y. Meyer [7] vient de montrer que c’est un 
ensemble normal. Nous avons dBmontrC rtcemment avec M. Mend& 
France [3] que les sous-ensembles de Z - (0) normaux au sens large sont 
normaux. Enfin, J.-F. Colombeau [l] a Btabli que tout ensemble normal au 
sens large et de complkmentaire dtnombrable est normal. 
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C’est ce dernier resultat que nous generaliserons ici, en demontrant 
saris restriction que tout ensemble normal au sens large est normal, 
Notre methode est entierement differente de celle de J.-F. Colombeau. 
Mentionnons une consequence de notre resultat: l’ensemble des nombres 
completement normaux (i.e. normaux au sens de Bore1 pour toute base g”, 
g entier) est un ensemble normal. 
2. MIXAGE DE DEUX SUITES 
Etant donnees deux suites A = (An) et A4 = (Pi), nous definissons une 
suite 0 = (0,) appelee rnixee de A et de M, et notee A mix 44, de la 
man&e suivante: 
. . . . 
Nous allons maintenant exposer deux resultats preliminaires qui 
permettront de comparer B(A) n B(M) et B(O). 
Si [01, /3[ est un intervalle inclus dans [0, l[ et x un nombre reel, on 
designera par ,y;l(n) (resp. A’&(n), A&z)) le nombre de termes des 
suites (xh,) (resp. (xpi), (x0,)), pour 1 < i < n, qui tombent modulo 1 
dans [a, p[. Pour alleger les formules, la dependance en [cl, ,kI[ et x est 
implicite dans ces notations et le restera dans toute la suite de cet article. 
LEMME 1. Si 0 = A mix M, aIors B(O) C B(A) n B(M). 
11 s’agit simplement de montrer que 
x E B(O) * x E B(A), 
i.e. que 
lorsque R+ce 
(la demonstration de x E B(M) se faisant de facon similaire). 
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Si (l/n) J’;(n) + p - Y quand FZ --t cn. et ttant donnt E > 0 quel- 
conque, soit p un entier tel que 
n >, 22p+1 entraine 
Alors, pour tout IZ > 22”‘-1, on aura j (l/n) ,,1 :,(n) - (/3 - a); < E, ce qui 
demontrera le lemme. 
En effet, tout n superieur a 2Q-l pew se mettre sous la forme 
n = 22*-1 + Y, avec q defini par 22+1 < n < 22g+1, et done q 3 p. Mais 
e -A 2m+1+1 - 1 ,...’ e 22*+‘+p-‘+T = ~2er-*+, 9 
de sorte que 
.AQn) = MA(22Q-1 + r) = .Ng22*+1 + 224-l f r) - Jq22*+y, 
d’oti 
< I ~+$(2~*+l + 22Q-1 + r) - (pafl + 22”-1 + r)(fl - a)[ 
+ 1 .&(22Qfl) - (22”“)(/3 - ol)l, 
et enfin comme 22@-1 < n 
I Jib - 43 - 4 G 
7 
K2 2*+1 + 22*-l + r) + (22*+71 E/9 
< [(4n + n) + (4n)] e/9 = m, 
ce qui est la majoration cherchee. 
Nous allons demontrer maintenant l’inclusion inverse 
B(A) n B(M) c B(O) 
ou plut&, car nous en aurons besoin pour ttudier les intersections 
dknombrables d’ensembles normaux, un rksultat un peu plus fort. 
Etant donnCs une suite /1, un intervalle [(II, /3[ dCfini comme prk5dem- 
ment et un reel x, on definira 
Dans ces notations Bgalement, la dkpendance en [IY, fi[ et x est implicite. 
On peut remarquer que I,+ = IA- = #I - 01, pour tout intervalle [01, /3[, 
Bquivaut a x E B(A). 
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LEMME 2. Si 0 = A mix M, on a alors les inkgalitks 
I@+ < al,+ + MM+, avec a + b = 1 et l/4 < a, b < 314, 
et 
I- 3 cl,- + dlM-, avec c + d = 1 et l/4 < c, d < 314. 
On commence par montrer qu’h tout E > 0 on peut associer H = H(A, C) 
(resp. K = K((M, e)) tel que I’on ait, pour tout n, l’intgalitt? 
J&z) G (I,+ + E) n + H (rev. .4+&n) d Uhf+ + ~1 n + K) 
En effet, E &ant don&, il existe n, tel que, pour tout n > n, , on ait 
(l/n) .,y;i(n) < l,,+ + E. I1 suffit alors de poser 
On suppose alors que n = 22”+1 + r, avec r < 22p+1 (le cas n = 22p + r, 
avec r < 22~ se traiterait de faGon absolument semblable et entrainerait 
la mCme conclusion). On peut Ccrire 
43(n) = xl(l) + 44(l) + JYl(2) + &(4) + JYm 
+ a-- + ~45~(2~~) + NA(r). 
Cette somme peut encore s’exprimer, en posant s le nombre de termes 
de la suite A qui interviennent dans 0 jusqu’g n et t le nombre de termes 
de la suite M (S + t = n): 
M&Z) = C Jr/-,(i) + C JG~(A 
Zii5.3 m=t 
d’Oh 
le dernier terme provenant du fait qu’il y a dans la suite jusqu’h n, [Log, n] 
ou ([Log, n] - 1) blocs des suites A ou M. Mais la construction de la 
suite 0 A partir des suites A et h4 entraine trivialement que les proportions 
respectives des termes de A et de M dans la suite 0 sont comprises entre 
l/4 et 3/4 (pour tout n > 2). Posant alors a = l/4, b = 3/4 si l,+ d ZIM+ 
et a = 314, b = l/4 si I,+ > I&, on a 
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inegalite vraie pour tout E > 0 et tout n >, 2, ce qui demontre ainsi le 
lemme 2. 
3. LE R~ULTAT PRINCIPAL 
Nous nous donnons maintenant une infinite denombrable A,, A, ,..., 
A WI ,*** de suites dont il s’agit d’effectuer un mixage convenable. 
LEMME 3. II existe une infinite’ dhombrable de suites, 0, , 0, , 0, ,..., 
0, )... vk$ant les relations: 
0, = A, mix 0, 
0, = A, mix 0, 
. . . . . . . . . . . . 
0, = A,,, mix O,,, 
. . . . . . . . . . . . 
La demonstration repose sur la construction de suites Oisj (i = 0, 1,2,..., 
j > i) definies de la man&e suivante: 
Oi,i+k = A,+, mix(Ai+z mix(-** (di+rc mix Ai+k+l) **e)) 
Ces suites verifient les relations 
@i.i = Ai+l 3 
Oi.i+k =‘Ai+l mix Oi+r,i+k pour k>l. 
On montre alors que, i &ant fix& les suites Oi,i tendent vers une 
limite Oi lorsque j tend vers l’infini, la notion de convergence Ctant prise 
au sens: U(j) -+ U si, pour chaque n, u: ’ = u, pour j assez grand (autre- 
ment dit, on dtmontre l’existence du produit infini a droite pout la loi 
mix). Puis on etablit que les suites Oi ainsi obtenues satisfont aux relations 
du lemme 3. 
Pour cela, il faut introduire la notion de suite tronqute a l’ordre 2k. 
Si U = (un) est une suite, on notera U(“) la suite (vn) definie par 
v, = u, pour 1 < n < 2”, 
v, = 0 pour IE > 2”. 
D’apres la definition du mixage, les 2”+l premiers termes d’une suite 
mixee ne dependent que des 2k premiers termes des deux suites que l’on 
mixe, ce qui se traduira par 
(A mix M) (k+l) = ((1(k) mix &ftk))(k+l) (k = 0, 1, 2,...) 
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et 1’011 a en outre 
(A mix M)(O) = A(O). 
Nous allons maintenant demontrer, par recurrence sur k, la relation 
@!k! = @!k! 2.3 z,z+k , 
valable pour tout i > 0, pour tout k 2 0 et pour tout j > i + k. 
Pour k = 0, on a 
0i.j = Ai+l mix O,+l,j 
et 
ce qui entrame immediatement 
et 
@!O! = /pJ’ 2.3 a+1 
@!O! = /j!o’ 2.2 a+1 
entrainant l’egalite recherchte. 
En supposant maintenant que la relation a ttC demontree pour k - 1, 
on a 
et 
@&i+k = ili+l mix @i+l.i+k , 
ce qui entrame immtdiatement 
(&!) = (A. - 1.3 iT1l) mix @i(t;;j)(‘) 
et 
(@l”j+,) = (&-1’ z+l mix @$$+k)(k), 
et l’egalitt recherchee dtcoule de l’hypothese de recurrence 
@k-l! = @k-l 
z+1.3 a+l.i+k * 
Regardant alors la relation O{Tj = O~~~+k que nous venons de dtmontrer, 
nous constatons qu’elle signifie que les suites O,,j convergent (au sens 
que nous avons defini plus haut) vers une limite Oi lorsque j tend vers 
l’infini, limite qui vtrifie 
@!kj = @!k’ 2.3 z 
pour tout k 3 0 et tout j 2 i + k. 
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La demonstration du lemme se termine enfin en remarquant que 
chaque relation Oi = A,+l mix O,+1 est verifiee, car on a pour tout k > 0 
0:“’ = (/l$y;” mix @~&l’)““, 
ce qui resulte de 
@jf”,‘+k = (A$;‘) mix @$;fj+,,)‘“’ 
et de 
@pj+k = @!“’ t , @j&j+, = @!“-1’ z+1 * 
THI~ORBME. La suite 0, construite au lemme 3 ve’rijie la propri&tt 
B(O,) = fi B(fl,). 
.Wf=l 
COROLLAIRE. Toute intersection jinie ou dhombrable d’ensembles 
normaux est un ensemble normal. 
Si I’on a une infinite denombrable A, , A, ,..., A, ,... de suites, le 
lemme 1 applique a la suite 0, construite au lemme 3 montre que 
B(@,) c wll) n m%) 
et done 
c wh) n W,) n m%) 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
C WA> n WL) f-7 --. n B&J n B(0,) 
~@JC ii mLJ. 
W&=1 
Pour demontrer l’inclusion inverse, considerons un intervalle 
b,P[CP, 1[ t e un reel x E n”,=, B(A,). On a alors, pour tout m 
I‘:, = Iirn = /3 - a. 
Soit maintenant E > 0 quelconque et m, l’entier defini par (3/4)“@ < E. 
On applique m, fois le lemme 2 et on obtient: 
Go < alCl + b&, 
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soit, en regroupant les m, premiers termes et en se souvenant que 
l/4 < bj < 314, 
d’ou enfin, comme 0 < 12 
?I < 1, 
I& < (B - 4 + E. 
On obtiendrait de meme 
Ces inegalitts &ant valables pour tout E > 0, on en deduit bien que 
i.e. que x E B(@,), ce qui termine la demonstration. 
Le corollaire rtsulte immediatement du theoreme que nous venons de 
prouver dans le cas d’une infinite denombrable de suites. Dans le cas 
d’un nombre fini de suites, on peut en deduire une infinite par repetitions 
ou, plus simplement, appliquer le lemme 2 sous la forme simplifiee 
B(A) n B(M) C B(A mix M), ce qui dtmontre notre resultat pour deux 
suites, done pour tout nombre fini. 
4. COMPL~~MENTS 
Etant donnt un ensemble normal E, on se pose parfois la question de 
savoir si, parmi les suites A telles que E soit A-normal, il en existe qui 
soient formees d’entiers, ou bien qui soient croissantes. Les mtthodes 
que nous avons utilisees ici permettent de demontrer que ces proprietes 
se conservent par intersection. 
PROPOSITION 1. Toute intersection jinie ou dhombrable &ensembles 
normaux pour des suites d’entiers est un ensemble normal pour une suite 
d’entiers. 
La demonstration est triviale. Si A et A4 sont des suites d’entiers, 
A mix A4 est une suite d’entiers. Si les A, sont des suites d’entiers, la 
suite 0, construite au lemme 3 est une suite d’entiers. 
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PROPOSTION 2. Toute intersection jinie d’ensembles normaux pour des 
suites croissantes (resp. strictement croissantes) est un ensemble normal 
pour une suite croissante (resp. strictement croissante). 
Now effectuerons la demonstration dans le cas de l’intersection de 
deux ensembles normaux pour des suites croissantes (le cas de suites 
strictement croissantes &ant presque identique). Nous expliquerons dans 
le dernier paragraphe pourquoi nous n’avons pas pu dtmontrer la 
proposition 2 dans le cas d’une infinite denombrable de suites croissantes. 
Si A et M sont deux suites croissantes, la construction de la suite 
A mix M entraine qu’elle est croissante sur chaque bloc d’indices 
(2”, 2”+l - 1). 11 nous suffira done de montrer qu’on peut effectuer sur 
chaque bloc de termes une translation adequate pour obtenir une suite 
tquivalente (i.e. de meme ensemble normal) et globalement croissante. 
C’est l’objet du lemme suivant. 
LEMME 4. Soit une suite A = (h,) et A, , A, ,..., Al, 
nombres Gels. On dtffinit une suite A’ = (X,&l) par: 
A,’ = Xl + A,, 
A,’ = A, + A, , 4s’ = A, + A,, 
, une infinite’ de ) . . ,  
A;, = A,, + A, , hi,,, = A,,,, + A, ,..., &+I-, 
. . . . 
On a alors l’kgalite’ B(A’) = B(A). 
- h Zw-l + A, , 
I1 suffit bien stir de montrer que B(A’) C B(A). Soit done x E B(A). 
Nous allons montrer que x E B(A’) en utilisant la notion de discrepance 
de la suite (xh,). Si cette suite est Cquirepartie modulo 1, cela signifie que, 
pour tout intervalle [CL, /3[ inclus dans [0, I[, on a 
lorsque n + 00; 
mais on sait qu’alors cette convergence est uniforme par rapport a 
l’intervalle [01, /3[, i.e. que la discrepance 
tend vers 0 lorsque n tend vers I’infini. Pour ce qui nous inttresse nous 
traduirons cette convergence uniforme de la facon suivante: si MA&z) est 
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le nombre de termes de la suite (x(& + A,)), pour 1 < i < it, qui tombent 
modulo 1 dans [(u, /3[ (cet intervalle &ant maintenant fixe), on a 
; 4,kW - P - a lorsque n ---f co, 
uniformtment pour tout Al, . 
On peut maintenant tcrire 
44*(n) = Jv ,^,,(l) + wl~l(3) - 4JU)l 
+ bYl*,(7) - 4,2(3)1 + ..* 
+ L45,k-d2” - 1) - 41J-1(2”-1 - 111 
+ wik(4 - 4,7P - 111. 
si n =: 2” + r, avec r < 2’c: On en deduit alors que (l/n) Jv,(n) + /I - oi 
quand IZ + 00 et done que x E B(A’). La methode est exactement la 
mCme que celle employee lors de la demonstration du lemme 2, utilisant, 
pour chaque E > 0, la double inegalite vraie pour tout n (et tout Ak) 
5. REMARQUES SUR LE MIXAGE 
Nous avons introduit au paragraphe 2 un mixage de suites qu’on 
pourrait appeler tres precisement un mixage “par blocs”. On peut 
se demander pourquoi nous avons utilise un mixage oti les blocs 
ont pour longueur les puissances de 2. La forme faible du lemme 2 
(i.e. B(A) n B(M) C B(A mix M)) est vraie des que le nombre de blocs 
utilises jusqu’au rang n est o(n), en particulier si la longueur des blocs 
tend vers I’infini. Par contre le lemme 1 n’est vrai que si la longueur des 
blocs augmente assez rapidement: il faut que le rapport de la longueur 
d’un bloc a la somme des longueurs de ceux qui le precedent ait un 
minorant non nul. 
Mais inversement ce rapport doit etre major-6 si l’on veut pouvoir 
demontrer le lemme 2 puis l’appliquer a une intersection denombrable. 
Cela impose un choix du nombre de blocs jusqu’au rang n qui soit O(log n). 
Le choix des puissances de 2 est ensuite fait pour la commoditt de la 
presentation. 
On peut se poser semblable question a propos du lemme 4. Si on note k, 
la longueur du p-i&me bloc et K, la fonction sommatoire correspondante, 
on constate que la demonstration peut s’effectuer des que C K, est O(n), 
64&/3-s 
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ce qui necessite encore que p soit O(logn). C’est cette condition qui 
explique pourquoi nous n’avons pas pu demontrer la proposition 2 dans 
le cas d’une infinite dtnombrable de suites croissantes: dans ce cas en effet. 
le nombre p des blocs de la suite 0, est O(nrl”). On notera, a propos de ce 
“lemme 4 generalid” que nous venons d’esquisser, qu’il permet de 
demontrer que toute suite monotone dont la croissance est O(log n) 
est Cquivalente (i.e. de meme ensemble normal) a une suite bornee. 
Ce dernier resultat amtliore Itgbement (par une methode differente) 
un theoreme que nous avions Cnonct dans [2] sur les ensembles normaux 
des suites non decroissantes d’entiers. 
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